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1 Introduccion

En los modelos de funcién de transferencia, el objetivo es relacionar dos 6 més
series temporales elaborando modelos causales de prediccién. Se considera la
forma de relacionar una serie temporal, denominada output en funcién de una
u otras series temporales, que se denominan inputs. También se considera
a priori que existe una causalidad unidireccional desde los inputs hacia el
output, desechando la posibilidad de feedback.

Una de las preguntas que surgen habitualmente es ;por qué utilizar los
modelos de funcién de transferencia si exite el modelo lineal general que rela-
ciona diferentes variables?. Existen diversas razones que explican la necesi-
dad de los modelos de funcién de transferencia:

1.- En el modelo lineal general, la relacion suele ser instantdnea y viene
establecida a priori.

2.- En el modelo lineal general, la relacién va de la variable z; a la variable
Y¢, pero la variable y; no influye sobre la variable x;.

3.- En el modelo lineal general, la parte de variable respuesta no explicada
por la variable independiente x; es un proceso u; de variables independientes.
No se suele verificar con datos dindmicos.

Estos modelos son muy utilizados en todos los campos cientificos para
evaluar respuestas dindmicas. Si las variables inputs son controlables, es-
tos modelos permiten simular y evaluar politicas alternativas. Si no lo son,
ofrecen la posibilidad de estudiar cémo ciertos "escenarios", definidos por
posibles evoluciones de la variable explicativa, afectan a la variable respuesta.

Ademis estos modelos son muy ttiles para elaborar predicciones, aunque

dependerd del intervalo que se tenga entre observaciones. Si disponemos de



datos anuales (es decir el intervalo entre observaciones es grande), la relacién
entre la variable explicativa y la respuesta no suele contener retardos y para
prever el output es necesario conocer el input. En el caso més general en que
x; es estocdstico, para preverla es necesario construir su modelo univariante,
y es posible que la mejora en la prediccién de y,+r que aporte el modelo
dindmico basado en la prediccion de x; respecto al modelo univariante para
Y sea pequena, por el error de prediccién de la variable exégena. Sin em-
bargo, el modelo puede ser muy adecuado para la predicciéon condicional de
la respuesta en funcién de posibles valores de la variable explicativa.

Si el periodo de observacion es corto (diario o minutos), donde es frecuente
que existan retardos en la relacién entre las variables, de manera que x;
afecta a y, (k > 0). En este caso, la variable x; es un indicador avanzado de
la respuesta y como el regresor que necesitamos para prever la respuesta en
el instante ¢ es conocido, el modelo de regresién dindmica suele proporcionar
mejores predicciones de y; que el univariante.

La construccién de los modelos de funcién de transferencia sigue las mis-
mas etapas que la construccién de los modelos univariantes de series tempo-

rales: Identificacién, Estimacién, Verificacién y Prediccion.



2 Modelos de funcidn de transferencia con un
unico input

2.1 Conceptos generales

El caso més sencillo es el modelo de funcién de transferencia con un sélo
input, que se puede extender sin grandes dificultades a modelos con varios
inputs.

En un sistema lineal de un tnico input y inico output, la serie output Y;
y la serie input X; se relacionan a través de un filtro lineal de la siguiente

forma:

Y; = UoXt + U]_Xt_]_ + Uth_z + ...+ Nt (1)

= U(B)Xt+Nt

donde v(B) = v+ v1B + v,B? + ... se refiere como funcién de transferencia
del filtro de Box y Jenkins (1970), y NV, es el ruido del sistema que es inde-
pendiente de la serie input X;. Los coeficientes de v(B) se conocen como la
funcion de respuesta al impulso. Para que el sistema (1) sea estable se debe
cumplir que una variacién finita en el input produzca una variacién también

finita en el output. Esto es deberd cumplirse que

> vi=g 2)
=0

siendo ¢ finito. El valor de g representa el cambio total en Y; motivado por
un cambio unitario en X; mantenido indefinidamente en el tiempo.
Los propésitos de la modelizacién de funcién de transferencia son iden-

tificar y estimar la funcién de transferencia v(B) y el modelo del ruido N,
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sobre la base de la informacién que proporcionan la serie input y la serie
output.

El modelo (1) es inestimable, debido a que en él aparece un nimero
infinito de pardmetros. Este problema se puede aliviar al expresar la funcién

de transferencia como el cociente de dos polinomios (racionales) finitos:

w(B)B®

v(B) = T5(B) (3)

donde w(B) = wo—w1B—wsB?—...—w,B*, §(B) = 1—0;B—6,B*>—...—6,B"
y b es un pardmetro de retardo que representa el tiempo que transcurre antes
de que el impulso en la variable input produzca un efecto en la variable
output. Para que el sistema sea estable, se asume que las raices de 6(B) =0
caen fuera del circulo unidad.

Sustituyendo (3) en (1), se obtiene:

w(B)B®

=)

X, + N, (4)

Por otro lado, el término de error no tiene por qué ser necesariamente un
ruido blanco. Se puede suponer, con cardcter general, que N, sigue un proceso

ARIMA, aunque sigue siendo independiente de la variable de input X, esto

¢(B)(1 — B)'N, = 0(B)u, ()
___ 9B)
Y= Sm e v

con§(B) = (1—0,B—0,B*—...—0,B%) y $(B) = (l—gblB—gszz—...—gprp)

de manera que todas las raices de ambos polinomios caen fuera del circulo



unidad siendo (1 — B)? el operador diferencias consecutivas utilizado para
inducir estacionariedad y wu; es un ruido blanco.
Sustituyendo (6) en (4), se obtiene:

w(B)B®
§(B)

0(B)
¢(B) "

A partir de (7) puede observarse que si el proceso del término de error (5)

(1-B)%, = (1-B)"X; + (7)

no es estacionario y, por tanto, debe diferenciarse d veces para conseguir
la estacionariedad, este mismo orden de diferenciacién recae tanto sobre la
variable dependiente o output como sobre la variable explicativa o input.
Sin embargo, en la préctica, para construir un modelo de funcién de
transferencia, se requiere que tanto la variable dependiente (output) como
la variable explicativa (input) sean estacionarias, para lo cual obviamente
no tiene por qué cumplirse que ambas variables necesiten el mismo orden
de diferenciacién para lograr su estacionariedad. Por otra parte, una vez
lograda la estacionariedad en ambas variables, el proceso N; deberd ser un
ARMA(p, q), con lo cual el modelo de funcién de transferencia se puede

escribir como:
w(B)B® 6(B)
= 8
Yt 5(B) $t+¢(B)Ut (8)
donde y; = (1—B)¥; y 2; = (1— B)?X,, siendo d" el orden de diferenciacién

de Y; y d el orden de diferenciacién de X;.
Este modelo de funcién de transferencia se representa gréficamente como

en la figura 1.

a.- La estructura de la funcion de transferencia determina la naturaleza de

la influencia de la variable explicativa sobre la variable dependiente.
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Funcion de respuesta al impulso

------ SISTEMA DINAMICO

INPUT OUTPUT

Figure 1: Input y Ouput a partir de un sistema dindmico
b.- Modelo del ruido representa un proceso ARM A estéandar.

La conjuncién de ambas partes da lugar al modelo de funcion de trans-
ferencia completo. (ver figura 2)

A partir de (3), resulta inmediato que, una vez que conozcamos los va-
lores de w(B),d(B) y b, podremos obtener de inmediato los coeficientes de
respuesta del impulso, v;, igualando los coeficientes de B? de ambos lados de
la siguiente ecuacién:

§(B)u(B) = w(B)B" (9)

que también puede escribirse como:

(1—513—5232—...—5TBT)(U0+UlB+Usz+...> = (wo—wlB—szz—...—wsBS)
(10)



w(B)

Variable B"x
Explicativa | Estructura de funcion de d(B) !
Transferencia @(B),d(B),b
X
t
4 Variable
G) dependiente
Y.
. 6(B)
Ruido Blanco Modelo univariante del ¢( B) t
a [Ruido  @(B).6(B)
t
Figure 2:
A partir de esta expresion, se obtiene:
v; =0 para j <b

vj = 01Vj_1 + 0202+ ... + 0,V +wo  para j =10 (1)
vj = 01Vj_1 + 02vj—2 + ... + 0,V +wjp para j=b+1,...0+s
vj = 0101 + 02Uj_2 + ... + 0,V para j > b+ s

Ademas, las r ponderaciones de respuesta al impulSo Vy+s, Upts—1, ..., Up+s—r+1,

sirven como valores iniciales para la ecuacion en diferencias:
§(Bvj=0 paraj>b+s (12)

De esta forma, las ponderaciones de respuesta al impulso presentan las si-

guientes caracteristicas:
a.- Hay b coeficientes iguales a 0 (vg, vy, ..., Up_1)
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b.- Hay s —r + 1 coeficientes (v, Up+1, ..., Ub+s—r) que DO siguen un patrén

de comportamiento fijo.

C.- Hay r coeficientes de respuesta al impulso que sirven como valores ini-

ciales (Vp+s—r+1, Upts—r+2, - Ubts)

d.- Para j > b+ s, los coeficientes de respuesta al impulso (v;) siguen el

patrén autorregresivo de orden r dado en (12).

Por lo tanto, si conocemos los coeficientes de respuesta al impulso (v;),

podemos determinar los valores de b, r, s como sigue:

1.- El valor de b se determinard teniendo en cuenta el hecho de que v; =0

para j < by v, # 0.

2.- El valor de r se determinara por el patrén de comportamiento de los coe-
ficientes de respuesta al impulso de forma similar a como se identifica
el orden p de un modelo ARIMA a través de la funcién de autoco-

rrelacion.

3.- En cuanto al valor de s, para un valor dado de b, si » = 0 podra identi-
ficarse facilmente s por cudnto se cumplird que v; = 0 para j > b + s.
Si r # 0, el valor de s se encontrard observando cuando comienza a

decaer el patrén de la funcién de respuesta al impulso.

Algunas funciones de respuesta al impulso tipicas
En la préactica, los valores de r y s raramente exceden de 2. Los casos

mads habituales que suelen encontrarse en variables econémicas son:



(b, 7, s) Funcién de Transferencia Ponderaciones de respuesta al impulso

r=20

(3,0,0) v(B)ry = wort_3

(3, O, 1) U(B)It = (CUO — wlB)xt,g

(3,0,2) v(B)x; = (wo — w1B — waB?)xs_3

r=1
(3,1,0) v(B)zy = T fgytia
(3,1,0) v(B)z, = 580w 4

_ _ 2
(37 17 2) U<B)xt = (wo (L;_)l_ﬁle)ZB )xt73

(3, 2, O) U(B)l’t = (1_51;7352%1’15_3

—w1B
(3,2,1) v(B)z; = TS5 A s

_ _ 2
(37 27 2) U(B>gjt = (Lz)](_),gfjf,gszB;))xt—3
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Tabla 1: Funciones de respuesta al impulso tipicas en variables econémicas

Tipo 1: 7 =0
a)b=3 s=0
En este caso, la ecuacién (10) puede escribirse:
vg + 1B 4+ v, B? + ... = woB®

luego

V3 = Wo

Vj = Vj>2

b) b=3; s=1
La ecuacién (10) en este caso seré:

vo + 1B + UzBZ + ... = ((JJQ — wlB)BS

luego
V3 = W
Vg = —W1
v; =0 V) >4
) b=3; s=2

La ecuacién (10) en este caso seré:

Vo + ’U]_B + UzBZ +...= (wo — wlB — szz)BS

11
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(14)

(15)

(16)

(17)



luego

V3 = W
Vg = —W1

(18)
Vg = —W?2

v;=0 VYj>5

Tipo 2: =1

a) b = 3; s = 0: Los coeficientes de la respuesta al impulso decrecen ex-

ponencialmente a partir de vy+s = v3. En efecto, con b =3,r =1y

s = 0, la ecuacién (10) serd igual a:
(1 — (SlB)(UO + ’U]_B + UzBZ + ) = w033 (19)

obteniéndose:
vz = 01U2 + wWo = Wo
Vg = 511}3 = 510)0
(20)
Vg = (51’1}4 = (5%&)0
v; = 6] wo Vj >3
Ademsds, como tiene que cumplirse que |0;| < 1, se obtendra claramente

un decrecimiento exponencial de la funcién de respuesta al impulso a

partir de v3.

b) b = 3; s = 1. Los coeficientes de la respuesta al impulso decrecen ex-

ponencialmente a partir de vp+1 = v4. La ecuacién (10) serd igual
a:

(1 — (SlB)(’UO + ’U]_B + UzBZ + ) = (wo — wlB)BS (21)
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obteniéndose:

U3 = 01U + wWo = wo
Vg = 51?)3 — W1 = 510)0 — W1 (22)
Vg = (51?)4

v = (Sl’Uj,]_ \V/j >4

Ahora, el decrecimiento de la funcién de respuesta al impulso se pro-

ducird a partir de vy,.

Cc) b = 3; s = 2: El decrecimiento exponencial de la funcién de respuesta
al impulso se producird ahora a partir de vy+s = vs. La ecuacién (10)

sera:
(1 — 513)(’1}0 + U]_B + ’U2B2 + ) = (wo — wlB — szZ)BS (23)
A partir de esta ecuacion, se obtiene:

U3 = 01U + Wy = Wo

Vg = (51?)3 — W1 = (51&10 — W1

Us = 0104 — W2 (24)
Vg =— 51?)5
v = 511)]'_1 \V/j > 5

Dentro de este tipo, el valor de b se identifica observando cudl es el
primer coeficiente de la funcién de respuesta al impulso que es no nulo;
el valor de s se identifica observando el nimero de coeficientes de la
funcién de respuesta al impulso que no decrecen a partir de v,. r =1
se identifica por cuanto a partir de vy+s su comportamiento es como

el de un proceso AR(1), es decir, la funcién de respuesta al impulso
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presenta un comportamiento como el de la funcién de autocorrelacion

de un proceso AR(1).

Tipo 3: r=2
En este caso, los coeficientes de la funcién de respuesta al impulso exhiben
a partir de vp+s, bien un comportamiento de decrecimiento exponencial o

bien un comportamiento sinusoidal decreciente, dependiendo de si las raices

de §(B) = 1—0,B — 8,82 son reales (67 +45, > 0) 6 complejas (62446, < 0).

2.2 Modelos de funcion de transferencia con multiples

Inputs y estacionales

El modelo se puede generalizar a:
1.- La existencia de mas de un input

2.- que el ruido viene generado por un proceso estacional multiplicativo

2.2.1 Generalizacion a k inputs

En este caso el modelo de funcién de transferencia seria:

wl(B) wz(B) wk(B)
= b+ == p+ ...+ Tpi—p + IV, 25
Yt 51(3) T1,t—b 52(3) T2.t—b 5k(B) k,t—b t ( )
wi(B) w2(B) wr(B) L
= By + B%?2xy, + ...+ ——=B%x1; + N,
k
wZ(B) b,
=) Bz + N,
i=1 0i(B)

donde y; = (1 — B)¥, y z; = (1 — B)?X,.
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2.2.2 Generalizacion para un proceso estacional multipicativo

El proceso del ruido en este caso sigue el modelo

_ poB)
N S - B B 2
con CI)(BS) = (1 - CI)]_BS - CI)szs — ... (I)pBPS) y @(BS) = (1 - @138 -
©,B% — ... — 0oBY).
Reemplazando (26) en (25), se obtiene:
k

_ myd(1 _ ps\Dy wi(B) s, _ pyd(q _ ps\D v Q(B)G(Bs)u
(1-B)!(1- B*)"Y, ; 5.05) 5" (L= B = BY) X+ oy e
(27)

Si el término de error de (26) no es estacionario y por tanto, debe diferenciarse
mediante (1 — B)?(1 — B*)”, este mismo orden de diferenciacién recae tanto
sobre Y; como las k variables explicativas. Pero, dado que no es de esperar que
todas las variables involucradas en el modelo requieran el mismo nimero de
diferencias, la forma habitual de escribir el modelo de funcién de transferencia

general es:

2.2.3 Generalizacion del modelo de funcién de transferencia con

parametros estacionales

El modelo de funcién de transferencia més general vendria dado por la ex-
presién

y =y BB u (29)



donde Q;(B*) = (Qio — Q1 B* — QB> — .. — Q; B7%) y Ay(B%) = (1 —
Aq; B% — AZiBZSi — . — ARiBRSi).

3 Identificacion de la funcidon de transferencia

3.1 La funcién de covarianza y correlacion cruzada

La funcién de correlacion cruzada es una medida muy 1til de la fuerza y la
direccién de la relacion entre dos variables aleatorias. Dados dos procesos
estocdsticos x; e y; para t = 0,£1, 42, ..., decimos que z; e y; son conjunta-
mente estacionarios si z; e y; son ambos procesos univariantes estacionarios
y la covarianza cruzada entre x; e y; es una funcién de la diferencia temporal.

La covarianza cruzada se define:

fYya:(j) = E[(yt - :U’y)<xtfj - :U’x)] j =0,£1,£2, ... (30)

Vay (1) = Bl = 1) Wiy — )] J =0, 41,42, (31)

Dando valores a j se obtiene la funcién de covarianzas cruzadas.

Las covarianzas cruzadas no necesitan ser simétricas alrededor de 0. Por
el contrario, es muy posible que x; sea una variable que cause a ¥y, y por lo
tanto, esté fuertemente correlacionada con valores futuros de ¥;, de manera
que 7,,(j) # 0, j > 0y que sin embargo no esté correlacionada con valores

retardados de y;, es decir, 7,,(—j) =0, j > 0. Por lo tanto, en principio,

Vye(J) 7 Vya (=) (32)
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y sin embargo, se cumple que

Se deben usar series estacionarias ya que las covarianzas cruzadas sélo podréan

interpretarse cuando se efectien sobre series estacionarias.

Interpretacion de 7,,(j) = E[(ye — p,)(xe—j — p1)]:

a) Un valor positivo de j en v,,(j), denota retardo mientras que un valor

negativo de j denota adelanto.

b) En v,,(j), el j escrito a la derecha de z se refiere a los desfases (si j
es positiva) o adelantos (si j es negativa) de la variable = respecto
al perfodo presente t de la variable y. Asi pues, si el valor presente
de y viene influenciado por dos valores retardados de la variable z,
deberd cumplirse que v,,(2) # 0. Esto obviamente también implica

que v,,(—2) # 0 dado que se cumple que 7,,(2) = 7,,(—2).

Dado que suponemos que la variable x puede influir en y pero que la
inversa no puede darse (esto es, existe causalidad unidireccional de = hacia
Yy, pero no existe feedback) estamos suponiendo de partida que sélamente nos
interesardn valores no negativos de j en v,,(j).

La funcién de correlacion cruzada se define estandarizando la funcién de

covarianzas cruzada, es decir,

Yy ()
OyOy

Pya(J) = (34)

siendo o, y 0, las desviacién tipicas de las variables y y x respectivamente.
Dando valores a j, se obtiene la funcién de correlaciones cruzadas. Estas no

son simétricas alrededor de 0, p,,.(j) # Py, (J)-
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La funcién de correlacion cruzada es ttil para determinar:
a) Si las series y y = son estacionarias.
b) Si y y £ muestran alguna relacién entre ellas.

c) El tipo de relacién que existe entre ambas series.

3.2 Relacién entre la funcion de correlacion cruzada y

la funcion de transferencia
Dado el modelo de funcién de transferencia:
Yr = VoXy + V11 + Vo2 + ... + Ny (35)

donde se supone que y; y x; son estacionarias y que pu, = pu, = 0. Si

multiplicamos este modelo por z;_; a ambos lados
Yelr—j = VoTpLy—j + V1T4-1%4—j + VaTy—_2Ti—j + ... + Npy_ (36)
y tomamos esperanzas mateméticas:
Elyixi—j| = voExw— ;|1 E[zi—1x— |+ va E[xi—oxy—j|+... 4+ E[ Ny ;] (37)
se obtiene:

Vye(7) = 00V (1) 01702 (J = 1) F02Y00 (= 2) + - A0 722 (0) 0241750 (1) + ..
(38)
ya que E[N,z,_;] = 0. Dividiendo por el producto de las desviaciones tipicas

de las series, 0,0, se obtiene:

e | Vaa(J)

y — 1 y ) — 2 ¥ 0
0 Y 0 x

+ ;2 + 7 + oty o2 + ...

Pya(J) =
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. Og . .
pyx(.]) = U_[Uopxx(j) + Ulpxx(.] - 1) +..t Uj + Uj"'lpxx(l)] (39)
Y

A partir de esta expresién se observa que la relacién entre la funcién
de correlacién cruzada p,,(j) y la funcién de respuesta al impulso aparece
claramente contaminada por la estructura de autocorrelacion de la serie input
zy (p,, representa la funcién de autocorrelacién de la variable input). Sin
embargo, si la serie de input fuese un ruido blanco, todas las autocorrelaciones

de z; serfan nulas y la expresién (39) se simplificaria considerablemente,

obteniéndose:
. Oy
Pye(J) = pCl (40)
y
de manera que
g .
v = —pye () (41)

Asi, si z; es un ruido blanco, la funcién de respuesta al impulso v; es direc-
tamente proporcional a la funcién de correlacién cruzada p,, (7).

Para poder escribir una relacién como (41), que es la relacién bésica en
la identificacién de los modelos de funcién de transferencia a través de la

funcién de correlacion cruzada, se debe considerar:

1.- La funcién de correlacién cruzada se define sélo cuando x; e y; procesos
bivariantes conjuntamente estacionarios. Para conseguir la estaciona-
riedad requerida, puede que sean necesarias diferencias y transforma-
ciones de estabilizacién de varianza. Se asume pues que z; e y; son

conjuntamente estacionarias.

2.- Para poder relacionar la funcién de correlacion cruzada y los coeficientes

de la funcién de respuesta del impulso debemos asegurarnos que el
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input sea ruido blanco, es decir, p,.(j) = 0,Vj # 0.

3.3 ElI preblanqueo

Para ello, si escribimos el modelo de funcién de transferencia como:
= v(B)xy + Ny (42)
y suponemos que x; viene generada por un proceso ARM A del tipo:
¢o(B)xe = 0:(B)a (43)

donde ¢,(B) y 0,(B) son los polinomios autorregresivo y de media maévil
del proceso ARM A para la serie input que cumplen las condiciones de esta-
cionariedad e invertibilidad usuales y «; es un proceso de ruido blanco. Asi,

si escribimos ay:
_ 9.(B)
ay = Hx<B) Tt (44)

que se denomina serie input preblanqueada. Aplicando la misma transforma-
cién de preblanqueo a la serie de output, obtenemos:

~ ¢.(B)
~ 0,(B)

B Yt (45)

De esta forma, si en el modelo de funcién de transferencia (42) premultipli-

b, (B)

0-(5) S€ obtiene

camos a ambos lados por

¢.(B) ¢.(B) | ¢.(B)
= (B N, 4
Si denominamos &; = %Q%Nt, tendriamos
By =v(B)ou + & (47)
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ecuacién a partir de la cual se obtiene facilmente

vj = Z—ipaa(j) (48)
ya que «; es un proceso de ruido blanco. Asi pues, si conociesemos los
elementos poblacionales pg,(j), 03 ¥ 0, obtendriamos los valores de v; y, de
acuerdo con las caracteristicas de los coeficientes de la funcién de respuesta al
impulso, podrfamos identificar el modelo de transferencia pertinente. En la
practica, al no conocer los valores poblacionales de pg,, (7), 03y 04, tendremos

que estimar estos coeficientes a partir de datos muestrales.

3.4 Funcion de correlacion cruzada muestral

Para un conjunto de series temporales, z; e 3, 1 < t < n, la funcién de

correlacion cruzadas

~—

Yy (J
020y

pye(j) = j=0,41,+2, .. (49)

se estima por la funcién de correlacién cruzada muestral

o Tml)
Dy (J) = SyS J=0,£1,+£2 .. (50)
xRy
donde ,
n—j
IN (=) —7) 520
Vo) = T (51)
5> (@ =Dy =7 j<0
t=1—j

y T e i son las medias muetrales de las series x; e ;.
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Para constrastar si algunos de p,,(j) son significativamente distintos de
0 se comparan con sus errores estdndar muestrales. Bajo la hipétesis de
normalidad, Bartlett (1955) derivé las varianzas y covarianzas aproximadas
entre dos correlaciones cruzadas muestrales p,,(j) y 0, (j+k). La covarianza,
bajo la hipdtesis de que las dos series estan incorreladas y que la serie x; es

ruido blanco, viene dada por:

€OV [Py (1): Py (7 + K)] = (0 = ) "2y, (K) (53)

De lo que se sigue que:

Var (P, (7)) = (n—j) (54)

Asi cuando la serie x; es ruido blanco, se puede contrastar la hipétesis de que
las dos series x; e 1; no estan correlacionadas de forma cruzada comparando
los valores de la funcién de correlacién cruzada muestral con sus errores

estandar aproximados ———.
V/ (n—=3)

3.5 Identificaciéon de la funcidn de respuesta al impulso

Consideremos el modelo de funcién de transferencia con un sélo input
w(B
Yy = U(B)l’t_b + Nt = %_B))wt + Nt (55)

con N; = %ut. La identificacién de la funcién de respuesta al impulso v(B)

se realizard siguiendo las siguientes etapas:

Etapa 1: Considerando que y; y x; son estacionarias, preblanquear el input

de acuerdo con su representaciéon ARM A

¢, (B, = 0,(B)ay = oy = T (56)
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2

donde oy es un ruido blanco con media cero y varianza o%,.

Etapa 2: Filtrar la serie del output utilizando el mismo filtro que preblan-
qued el input, obteniendo:

¢.(B)

Bt = ex(B) Yt

(57)

Etapa 3: Calcular la funcién de correlaciéon cruzada musestral entre 3, y o

para estimar v; de acuerdo con la expresién:

T
0 = =D5a() (58)

Para analizar qué coeficientes de la funcién de resuesta al impulso son
significativos, se puede utilizar el contraste de significacién de las cor-

relaciones cruzadas (Bartlett, 1946).

FEtapa 4: Identificar r (orden del polinomio §(B)) y s (orden del polinomio
w(B)) de acuerdo a las reglas descritas anteriormente. Una vez que se
escogen b, r y s, se pueden encontrar estimaciones preliminares de los
coeficientes de 0(B) y w(B) a partir de sus relaciones con v;. Asf se

obtiene una estimacién preliminar de la funcién de transferencia:

(B) = —>Bb (59)

Las etapas descritas se realizan suponiendo:

1.- Se procede a identificar v(B) considerando que no hay error, esto es

Nt - 0
2.- Se parte de que las series y; y x; son estacionarias.
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3.6 Ildentificacion del modelo del ruido

Una vez identificada la funcién de transferencia, se puede calcular la serie del

ruido estimada:
~ - w(B
Nt =Y — U(B)I't =Y — %Bb

identificindose el proceso ARM A generador de los residuos mediante sus

T (60)

funciones de autorrelaciéon simple y parcial muestrales. Se obtiene asf:

Conjugando ambas identificaciones, se llega al modelo de funcién de trans-

ferencia:

_wlB) 0B,
" T )™

(62)

3.7 Comentarios sobre la identificacion del modelo de

funcion de transferencia

1.- En la construccién del modelo, se asume que todas las variables v, x¢
y m; son estacionarias. Asi, para series no estacionarias se tienen que
llevar a cabo transformaciones para la estabilizacién de la varianza y

diferenciacion de las series para conseguir primero la estacionariedad.

2.- En el proceso de identificacién de la funcién de transferencia v(B), se
preblanquea la serie input. El modelo preblanqueado se aplica para
filtrar la serie de output, pero no necesariamente para preblanquearla.
Este es un método normal y simple para construir un modelo de funcién
de transferencia causal. Sin embargo, para construir un posible sistema

no causal con fenémeno de feedback, donde y; viene influida por x;
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y xy viene influida por y;, ambas series de input y output deberian
preblanquearse antes de examinar su funcién de correlaciéon cruzada.
Esto se denomina a menudo preblanqueo doble (Granger y Newbold,
1977, cap.7). Sin embargo, generalmente es més ventajoso modelizar

un sistema no causal utilizando un proceso vectorial.

4 Estimacion de modelos de funcidn de trans-

ferencia

Después de la identificacién tentativa de un modelo de funcién de transfe-

_w(B), ., 0(B)
I Em T e

necesitamos estimar los pardmetros: 6 = (d1, 02, .., §,);w = (wo, w1, W2, ..., ws)'; d =

(¢1, P2y s @) 60 = (01,02,...,0,)" ¥y 02. Se puede reescribir (63) de la si-

a*

(63)

guiente manera:

0(B)o(B)y: = (B)w(B)zi—p + 0(B)0(B)a; (64)
c(B)y, = d(B)xi—p + e(B)ay (65)
donde
¢(B) = 6(B)¢(B) = (1 —c1B —c2B? — ... — ¢,4,B™*P)
d(B) = ¢(B)w(B) = (do— diB — dyB* — ... — ds4, B**?)
e(B) = 8(B)I(B) = (1—e1B—e;B?— ... — dy+qB™)
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ast:

A = Y — C1Yt—q — - — CptrYi—p—r — doTy—p — d1T4_p—1 — (66)

o= prsTy b ps + €101 1+ €200 2+ oo+ Cpapay ., (67)

donde ¢;, d; y e, son funciones de 6;,w;,¢;, y 0;. Bajo la hipétesis de que los
a; son N(0,02) (ruido blanco gaussiano), tenemos la funcién de verosimilitud

condicional
_n 1
L(57 W, ¢7 97 0-(21,/67 x,Y, Xo, Yo, ao) = (271—0-2) 2 eXp [_— Z a’f] (68)

donde zg,yo ¥ ap son valores iniciales para calcular los a; a partir de (66)
similares a los necesarios para la estimacién de modelos ARM A. En general,
se pueden utilizar los métodos de estimacion de los modelos ARIM A para
estimar los pardmetros 6, w, ¢, 0 y 2. Por ejemplo, haciendo las a’s descono-
cidas iguales a sus esperanzas condicionadas de 0, las estimaciones minimo

cuadraticas no lineales de estos pardmetros se obtienen minimizando

S(0,w,p,0/b) = zn:af (69)

t=to
a? donde to = max{p+7r+1,b+p+ s+ 1}.

Nétese que hasta ahora se ha asumido que b es conocido. Para valores
dados de 7, s,p y ¢, si también necesitamos estimar b, se podria optimizar
la ecuacién (69) para un rango probable de valores de b. Entonces, b se
selecciona de manera que sea el valor que proporciona el minimo total de la
suma de cuadrados.

En esta etapa de estimacion, se presentan dos problemas (igual que en la

estimacién de un modelo ARIMA):
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1.- Determinacién de los valores iniciales

2.- En general, estos modelos son no lineales.

Por lo que respecta al problema de la determinacién de los valores ini-
ciales, caben dos enfoques en el proceso de estimacién (al igual que ocurria
en la etapa de estimacién de los modelos ARIMA): el enfoque condicional,
que consiste en estimar los pardmetros considerando como dados los valores
iniciales y el enfoque exacto (no condicional) mediante el cual se estiman
conjuntamente tanto los pardmetros como los valores iniciales.

Adoptando el método de estimacién de maxima verosimilitud, en el primer
enfoque se trata de maximizar la funcién de verosimilitud condicional, mien-
tras que en el segundo enfoque deberd maximizarse la funciéon de verosimili-
tud exacta (Hillmer y Tiao, 1979).

En el enfoque condicional, los problemas son menores por cudnto simple-

mente se tratard de maximizar la funcién de verosimilitud condicional:

L(B/b, 2y, 70,10, a0) — (2702) % exp [——Sxm} (10)

n

donde S*(B) = Z[at<ﬂ/bax7yaxoay07a0 Z a; 'y 6 6/7w,7¢/79/)7

=1
siendo a;(5/b, x,y, xo, Yo, ag) = a; los valores que se obtlenen (estiman) de a;

a partir de (67) supuestos conocidos los valores de los pardmetros 3, el valor
de b, la base informativa (y, x) y los valores iniciales (zo, yo, @o)-

Estos estimadores méximo verosimiles condicionales, caso de dejar el su-
ficiente nimero de observaciones de x y de y sin utilizar para tomar dichos
datos como valores iniciales y efectuando el supuesto de reemplazar los va-

lores iniciales de la perturbacién ag por su valor esperado, esto es, por cero,
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coinciden con los estimadores MC que se obtendrian de d,w, ¢ y 0 tales que
minimizan

n
~2
2.4

t=to
siendo to = max{p+r+1,b+p+ s+ 1}.
Dado el problema de la no linealidad, estos estimadores MC serfan no

lineales debiendo aplicar por ello procedimientos de estimacién no lineales.
Ejemplo de estimacion de un modelo de funcion de transferencia

Consideremos el siguiente modelo de funcién de transferencia:

wo + wlB + szz 1
= 1
v 168 T1_4B" (71)
Si denotamos n; = ﬁat, podemos expresar el modelo:
Y = Oyi_1 + (wo + wiB + waB?)xy + (1 — 0B)ny (72)

en el que to = max{r + 1,0+ s + 1} = 3. De manera que podemos hacer:

n3g = Y3 — 0Y2 — Wol3 — Wily — Wak1 + 0Ny

Ng = Ys— (5y3 — WpT4 — W1T3 — WrXo + 5%3 (73)

comenzando en n, = 0 para después obtener las innovaciones a; a partir de

t = 4, por medio de

as = N5 — Pna (74)



y formar por iltimo la suma residual:

T
S2(b,0,w,¢) = > a (b,6,w, ¢/x0, Yo, ao) (75)
t=4

donde las primeras innovaciones se han tomado iguales a su esperanza condi-
cional que es 0.

La expresién genérica de cada a; es:

ap = ng— dny_1 = (Y — OY—1 — Wolky — W1Ti—1 — Waky—p + ONy_1) —

(b(ytfl — 0Yp—2 — WoTt—1 — WiTt—2 — WaTi—3 + 5nt72) (76)

con vector gradiente:

G — —y a1+ Y2 — P2

3—5; = —Ty + PTs1

3451 = —T1+ OT2 (77)
3_52 =Ty 2+ Qrs3

%?; — (Ye—1 — Oyr—2 — WoTt—1 — W1T1—p — Waly—3 + ONy_2)

por lo que podemos comenzar un algoritmo iterativo del tipo Gauss-Newton
a partir de estimaciones iniciales /0\0 = <§0>@0070A0107@20>$o> tal y como se
realiza en la estimacién de modelos no lineales. Un modo de proceder es
obtener series temporales de cada uno de los componentes del vector gradiente
asi como de los propios residuos a;, utilizando las estimaciones iniciales de

los pardmetros para estimar la regresion:

a = (00— 6>865(50) + (@00 — “O)%a—o? T (0 wl)agcif) i
9 0
(@20 - w2) agu(}z) + (¢O B ¢> ag;) + “ (78)
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que se repite, tomando en cada iteracién las ltimas estimaciones como ini-
ciales, hasta lograr la convergencia. La aparicién del vector 0 hace referencia
a que las componentes del vector gradiente de la funcién a; estdn evaluadas
en las preestimaciones. Lograda la convergencia, la matriz de varianzas cova-

—1
. . . . ~2 0

rianzas de las estimaciones se aproxima por el producto o, (vava) , donde
2

Oq

se estima mediante el cociente del valor alcanzado por la suma residual

en la iltima iteracion y el niimero de observaciones 6 de grados de libertad.

5 Verificacion de un modelo de funcién de

transferencia

Después de que el modelo haya sido identificado y sus pardmetros estimados,
es necesario contrastar la validez del modelo antes de utilizarlo en prediccién,
control y otros propésitos.

Los requisitos para que un modelo de funcién de transferencia sea ade-

cuado son:
1.- que las estimaciones de sus pardmetros sean significativas
2.- que los residuos se comporten como ruidos blancos

3.- que el modelo no omita pardmetros relevantes ni incluya parametros

superfluos ¢ irrelevantes

4.- que el modelo sea estable.

Los requisitos 1 y 4 se comprueban de forma similar a los de los modelos

ARIMA. Nos centramos en los otros dos grupos de contrastes utilizados para
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efectuar la diagnosis: (a) Analisis de los residuos y (b) Omisién e inclusién

de parametros.

5.1 Implicaciones tedricas de una incorrecta especifi-

cacion del modelo de funcidén de transferencia

Si el modelo
_wB) L 0B
B )

estuviera bien especificado, los residuos deberfan comportarse como un ruido

(79)

blanco y estar incorrelacionados con las variables explicativas del modelo.
Por lo tanto, ni las autocorrelaciones de a; ni las correlaciones cruzadas de a;
y x; deberfan ser significativas. Sélo cuando el modelo estd incorrectamente
especificado el término de perturbaciéon incumplird las condiciones de ruido
blanco e incorrelacién con el input. Para verlo, escribamos el modelo (79)

COo1mo:

Yy = v(B)xy + V(B)a, (80)

con v(B) = %, ¥ (B) = %, siendo éste el modelo correcto. Supongamos

ahora que hemos identificado incorrectamente el modelo siguiente:
yr = vo(B)x; + Yo(B)aos (81)

En este caso, el término de perturbacién del modelo incorrectamente especi-

ficado (ag;) serd igual a:

aor = Uo"(B) [y — vo(B)z] (82)
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Sustituyendo (80) en (82):

ae = Vol(B)[v(B)x + V(B)a; — vo(B)xy (83)

= U5'(B)[v(B) — vo(B)] e + W5 (B)¥(B)ay

A partir de (83) se observa cémo la perturbacién del modelo incorrectamente
especificado presentard autocorrelaciones y correlaciones cruzadas con el in-
put (x;) y por lo tanto con el input preblanqueado, «.

Ahora bien, la especificacién incorrecta de un modelo de funcién de trans-
ferencia puede darse como consecuencia de identificar incorrectamente tan
s6lo el modelo del ruido 6 la funcién de respuesta al impulso (parte sis-
tematica del modelo de funcién de transferencia).

Veamos cada una de estas situaciones.

5.1.1 Identificacion correcta de la funcién de respuesta al impulso

e incorrecta del modelo del ruido

En este caso tendremos v(B) = vo(B) y ¥(B) # Yo(B), por lo tanto (83)
podrd escribirse como:

agr = Vo (B)¥(B)a,

_ ¥(B)
~ U'(B)

Consecuentemente, en este caso, las ag;’s no presentardn correlaciones cruzadas

Qg (84:)

aot

cruzadas con el input (6 inputs), aunque si presentaréan autocorrelacion.

32



5.1.2 Ildentificacion incorrecta de la funcion de respuesta al im-

pulso y correcta del modelo del ruido

En este caso, se cumplird v(B) # vo(B) y ¥(B) = Yo(B), siendo (83) igual
a

age = UH(B) [v(B) — vo(B)] ; + a (85)

Por lo tanto, en este caso, la perturbacion estaria tanto autocorrelacionada
como correlacionada cruzadamente con x;.

La conclusiéon fundamental que se extrae del anédlisis de estas situaciones
es que si, una vez estimado el modelo de funcién de transferencia, sus residuos
presentan autocorrelacién, pero no hay coeficientes de correlaciéon cruzados
con el input significativos, se puede concluir que deberemos actuar en el
sentido de corregir la identificaciéon del modelo del ruido.

Mayores dificultades surgen cuando tanto los coeficientes de autocor-
relacion de los residuos como los coeficientes de correlacién cruzada de dichos
residuos y el input son significativos. En este caso, puede estar mal identifi-
cado 6 bien sélo la funcién de respuesta al impulso o bien tanto dicha funcién
como el modelo del ruido. En este caso, es aconsejable identificar de nuevo
la funcién de respuesta al impulso, incluyendo, por ejemplo, pardmetros adi-
cionales en w(B) y/6 0(B) y volver a identificar el modelo del ruido teniendo
en cuenta esta nueva especificacion en la parte sistematica.

En algtin caso, las propias correlaciones cruzadas entre los inputs y los
residuos pueden sugerir alguna identificacién para reespecificar la funcién de
respuesta al impulso.

Para analizar esta situacién, si escribimos en modelo de funcién de trans-
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ferencia en su forma "preblanqueada"

By =v(B)ay + Ny (86)
Bt - (gZ(g)yt ¢..(B)O(B) . ¢x<B) =1- ¢le T T ¢xpr
donde . ((B)) L= 0 (B)eB) siendo .
Q= Oz(B)xt ex(B) =1- 9$1L — .= 9$qu

A partir de (86), podemos escribir:

o N
v; = ?ﬁpﬁa(j) j=0,1,2 .. (87)

Supongamos ahora que especificamos incorrectamente el modelo como sigue:
By = vo(B)ay + No (88)
Asi pues, el ruido de este modelo es igual a:
Not = 8, — vo(B) oy (89)
Reemplazando (86) en (89)
Not = v(B)ay + Ny — vo(B)ay = [v(B) — vo(B)] ay + Ny (90)
De manera analoga a como se obtiene (87), ahora tendriamos:

o . .
v; — Vo = %pr(]) j=0,1,2, ... (91)

«

Por lo tanto, a partir de (91) se desprende que las correlaciones cruzadas
entre la variable explicativa preblanqueada y los residuos pueden utilizarse
para evaluar qué cambio deberian efectuarse en el polinomio vo(B) y conse-
cuentemente en wo(B) y do(B) de manera que se mejore la especificacién del

modelo.

34



De todo lo expuesto, cabe concluir que un doble requisito indispensable
para que un modelo de funcién de transferencia pase la etapa de verificacién
consiste en que los residuos se comporten como un ruido blanco y que no
presenten correlaciones cruzadas significativas con el input (inputs) preblan-

queado (preblanqueados).

5.2 Analisis de los residuos
5.2.1 Anadlisis de las correlaciones cruzadas

Un requisito que debe cumplir un modelo de funcién de transferencia para que
éste supere la etapa de verificacién es que no existan correlaciones cruzadas
significativas entre los residuos y el input preblanqueado. Se puede verificar

el cumplimiento de este requisito:
1.- Contrastando la significatividad individual de las correlaciones cruzadas.

2.- Contrastando la significatividad conjunta de un grupo de correlaciones

cruzadas.

Para analizar la significatividad individual se tiene en cuenta el resultado
de Bartlett(1946),
Var [raa(j)] = (T = j) ™" (92)

siendo T el nimero de residuos calculados ("= N — ¢y + 1), donde N es
el nimero de observaciones originales y tg = max{p+r+1,b+p+ s+ 1}.
Teniendo en cuenta (92), podemos afirmar con un nivel de confianza del 95%

que no existe correlacién cruzada significativa entre a; y a; cuando:

IFaa] < 1.96———
T—k
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Conjuntamente con el analisis de significatividad, resulta de interés efectuar
un contraste de significatividad conjunta. Esto es, contrastar la hipdtesis
nula de que las primeras M + 1 correlaciones cruzadas entre a; y a; son

conjuntamente iguales a 0. En este caso, el estadistico tipo Ljung-Box (1978):

M

Qo=T(T+2)Y 7=—12.0) (93)

k=0
se distribuye asintéticamente bajo la Hy como una x? con (M +1)—(s+1)—r
grados de libertad. En (93), 7' = N —to+1; s+1 es el nimero de coeficiente w;
estimados y 7 es el nimero de coeficientes ¢; estimados. El nimero de grados
de libertad de ) es independiente del mimero de pardmetros estimados en
el modelo del ruido.
Ast:

- Si Qo < x3(M — s — r), no se puede rechazar la hipétesis nula al
nivel de significacién €, de manera que el modelo supera este requisito de la
verificacion.

- Si Qo > \3(M —s—7), se rechaza la hipétesis nula al nivel de signifi-
cacién €, de manera que el modelo no supera este requisito de la verificacién
por lo que hay que modelizar una nueva funcién de respuesta al impulso vy,
en conformidad con ella, una nueva modelizaciéon del modelo del ruido de la

funcién de transferencia.

5.2.2 Analisis de las autocorrelaciones

El segundo requisito que deben cumplir los residuos es que sean ruido blanco.

Para ello, se debera:

1.- Analizar las funciones de autocorrelacién simple y parcial muestrales
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de los residuos y comprobar que ambas se comportan como un ruido

blanco.

2.- Contrastar de forma conjunta la significatividad de los coeficientes de la
funcién de autocorrelacion de los residuos. En este caso, se utiliza el

contraste de Ljung-Box (1978)

Q1=T(T +2) Z 2(ay) (94)

el cual bajo la hipétesis nula de no significatividad conjunta de que
las M primeras autocorrelaciones son conjuntamente iguales a 0, se

distribuye asintéticamente como una y? con M — k grados de libertad.

La regla para el contraste serfa:

- Si Q1 < x3(M — k), no se puede rechazar la hipétesis nula para
el nivel de significacién ¢ y el modelo supera el requisito de la etapa de
verificacién.

- Si Q1 > \3(M — k), se rechaza la hipétesis nula para el nivel de
significacién . El modelo no supera el requisito de la etapa de verificacién

y habrad que volver a modelizar un nuevo modelo para el ruido.

6 Prediccion y modelo 6ptimo

6.1 Introduccion

Cuando el modelo estimado supera la etapa de la verificacién, se puede uti-
lizar el modelo de funcién de transferencia para obtener predicciones del

output.

37



Se pueden calcular dos tipos de predicciones: puntual y por intervalos
en las cuales se pueden distinguir dos situaciones: a) Se conocen los valores
futuros del input (6 inputs) y b) como se desconocen los valores futuros del

input (6 inputs) se deben realizar predicicones de los mismos.

6.2 Prediccion puntual
6.2.1 Valores futuros de los inputs conocidos

El modelo de funcién de transferencia con un sélo input puede representarse

| o\ _@ b1 _ p\d Q(B)a
(1= B)", = S5 B - BY'Xet S (95)
 w(B)B"(1 - B) 0B
Y= Sma o T aB)0 - B (96)

Una forma alternativa de escribir el modelo (95) 6 (96) es:

¢(B)Y; = d(B)B*X, + e(B)ay (97)
donde
C(B) = 5(B)¢(B)<1 - B)do =1- ClB — Csz — ... — Cp+7"+dOBp+T+d0
d(B) = w(B)¢(B)(1 — B) =dy — diB — daB? — ... — dpyssaBr=+a  (98)
e(B) = 0(B)0(B) =1 —e1B — e;B% — ... — €q4,; BI*"

A partir de (97), haciendo b = 0 podemos escribir:

YV, = aYia+aYio+ .o+ pervaYipra +
doXi — diXe 1 — . — dyroraXe—psa+

ap — €141 — €042 — ... — €qirli—q—r (99)
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Luego referido al perfodo T" + [, esta expresion serd igual a

Yroi = aYraa+eYrv o+ o+ Corrrd Y Hi—pr—ad +
do X7+ — i Xpwi—1 — ... — dprsra Xrwi—p—s—a +
A7+ — €147+]—1 — €20T+]—2 — ... — CqipQT+]—g—r (100)

denotando ahora por }A/T(l ) la prediccién 6ptima (en el sentido de tener menor
error cuadratico medio de prediccién) efectuada para el periodo [ condi-
cionada a la informacién disponible hasta el perfodo Ty los valores conocidos

de los inputs que son conocidos; esto es,
Yi(l) = E [Yia/Ir, Xr4;0 < j < o0 (101)

donde Iy recoge toda la informacién disponible en dicho periodo 7. Este

valor esperado se calculard teniendo en cuenta las siguientes reglas:

1.- Los valores presentes y pasados de las perturbaciones (esto es, ars;, para

j < 0) se reemplazarén por
ar+j = Yr+j — ?T+j—1(1) para j <0

mientras que los valores futuros (ar+;, para j > 0) se reemplazaran por

su valor esperado, el cual al ser un ruido blanco es igual a 0. Asi pues:

0 para j >0
Elar+;/Ir] = N . (102)
Yr+j — Yreja(1) para j <0

2.- Los valores presentes y pasados de las observaciones del input se reem-

plazaran por sus valores conocidos. Asimismo, como suponemos que los
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valores futuros del input son conocidos, también reemplazamos éstos

por dichos valores conocidos. Asi pues:

EXpvj/Ir, Xr+;,0 < j <] = Xpvj V) (103)

3.- Los valores presentes y pasados del output se reemplazan por los va-
lores observados, mientras que los valores futuros se reemplazan por

sus valores predichos apropiados; esto es

Yr+; para j <0

EYraj/Ir, X1+, 0 < j <l = (104)

Yr(l) para0<j<lI
De acuerdo con estas reglas, la prediccién del output [ perfodos hacia

adelante desde la observacién T-ésima sera igual a:

}/}T(l) = F [YT+Z/IT7 XT+j7 0< j S l] = C]_?T(l - 1) + ...+ Cl—l}/}T(l) + ClYT +

C1Yr_1+ oo+ Cprrra Yrai—pr—at + do Xy — d1 Xpay_1 — ..

o= lpr s X+i—p—s—a — € [YT - ?T71<1)] — €+1 [YTfl — ?sz(l)

. T Egtr YT+l—q—r - ?T+l—q—r—l(1):|

6.2.2 Valores futuros de los inputs desconocidos

El modelo de partida en este caso (un sélo input) serd (95) 6 (96) y el modelo

ARIMA del input serd

¢a(B)(1 — B)'X; = 0:(B)a (106)
— (1 — _ 2_
donde 0e(B) = (1= 0B = 0B = .. = 0 1Y) . El modelo (106) puede
0,(B) = (1 — 0018 — 0,282 — ... — 0,,B7)
escribirse:
0.(B)
1 - B)'X, = ‘ 107
U= B= 5" Hon
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A efectos de prediccién puntual, la inica modificacién que existe en este caso

consiste en que dado que los valores futuros del input no se conocen, éstos

deben predecirse a partir del modelo (107).

6.3 Prediccion por intervalos
6.3.1 Valores futuros de los inputs conocidos

El modelo
w(B)B*(1 — B)4 0(B
(B)B( ) X, (B) ag

= Sma e T aBa BT

puede escribirse como:

}/—t = ’U*(B)Xt + \I/*(B)at

donde
* w(B)B(1-B)? * * *
v(B) = S me = v+ viB + B+
N - 0(B) . % * 2

Teniendo en cuenta (110), la expresién (109) puede escribirse:

Y; = USXt + UIthl + U;Xt—Z + ...+ a+ \IJICLt—l + \P’Z‘at,z + ...

Para el periodo T + [:

Yra = voXpw +01Xrwa + 03 X2+ .+

* * * *
U 1 Xr+1 + 0] X + 0 Xrog + 00 X2 +

o tare; + \I/IGT.H_]_ + \IIZaTH_z + ...+ \Ilzk_laTH +

\IJZKCLT + \IJ}“HaT,l + \Ifzkfzanz + ...

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

y la prediccién puntual éptima desde el periodo T' para [ periodos hacia

adelante, condicionada a que los valores de futuros del input son conocidos,
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es igual a

Yr(l) = E[Yrs/Ir, Xr+;,0<j <l = (113)
Vo X7+ + V1 Xrri—1 + 05X 742 +
+oo+ v X + U X + 0 X + 0l Xro + o+
Viap + Vi ar—1 + ¥ sar_o2 + ...

El error de la prediccién efectuada en el periodo 7', | perfodos hacia adelante

[er(1)] serd igual a la diferencia entre (112) y (113):
€T<l) = YT+l — }/}T(l) = Qr+ + \IJICLT+171 + \IJ;CLT+172 + ...+ \IJ;‘_]_CLT_;_]_

Como ar+y, Gr+i—1, G+1—2, ..., ar+1 son ruidos blancos, la esperanza matemética

del error de prediccion es igual a 0, y la varianza es igual a
Varler(l)] = E [(er(1))?] = o2(1 + 0§ + 05 + ..+ ¥))) (114)

Por lo tanto, bajo la hipétesis de normalidad, esto es suponiendo que a; ~

N (0, 02), podemos escribir:
Yiar — Yo(l) ~ N (0, Var [er(1)]) (115)

obteniendo el intervalo de confianza para Yr.;, para un nivel de significacién

e, mediante la expresion .

~

Vr(l) £ N5 DT [er (1) (116)

Cuando ¢ = 0.05, la expresion (116) es igual a

~

V(1) £1.96DT [er(1)]

siendo DT [er(l)] = aa\/l + U 4T 4+ U+, 'y donde los valores de

W*'s se calculan a partir de la expresién (110).
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6.3.2 Valores futuros de los inputs desconocidos

El modelo de partida en este caso:

B w(B)B 0(B) "
"o ()1 - B BB
Y 0.(B)
U=BrXe = 5 ™
considerando conjuntamente ambas expresiones
 w(B)0,(B)B o 6(B) "
" S Be.(B)0- B T BB

6 bien

donde ¥*(B) estd definido en (110) y

w(B)0,(B)B

UB) = 5B, (B)(1 - B

= + B4 vy B 4 .

El modelo (119) los podemos escribir en 7"+ [ como sigue:

Yra = vgtarsy +vl a1+ v arv o +

U are U ar Ui aro1 +

Uﬁ-zaT—Z + ...+ ar+ + \I/iaTH_l + \I/;a,T.H_z + ...

* * * *
\IjlflaT‘Fl + \Ijl aT + \Ijl+laT71 + \Ijlizanz +

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)

La prediccién puntual éptima desde el perfodo T para [ perfodos hacia ade-

lante, teniendo en cuenta que tanto las o’s como las a’s son ruido blanco, es

igual a

Yr(l) = EYra/Ir) = v ar + viiiar_1 +viar_o+ ...+

\IJTCLT + \I/}';laT_l + \I/;(_zaT_z + ...
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A partir de (121) y (122), calcularemos el error de predicciéon que, en este

caso, serd igual a:

er(l) = Yra —Yr(l) =vg*ars, + vy arei—1 + vy are—2 + oo + U5 ara +

ar+; + Viare—1 + Voars o + ... + Vi a7+

Como consecuencia de que tanto las a’s como las a’s son ruido blanco,
Eler(l)] = 0, y su varianza, teniendo en cuenta que los inputs preblan-

queados y las perturbaciones son independientes, serd igual a:

Var (er(l)) = E[(er(1))?] =02 [U6*2+UI*2+...+Uﬁ21 + (123)

21+ U+ 05+ 407

La prediccién por intervalo, suponiendo que tanto a; como a; se distribuyen

como una normal, serd en este caso igual a

~

Yr(l) £ N DT [er(l]

siendo DT [er(I] = \/ag [0 + o + o o214+ U+ 05 + L+ 0.
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7 Ejemplo

En esta seccién presentaremos un ejemplo de la construccién de un mode-
lo de funcién de transferencia. Se trata de la relacién dindmica existente
entre los accidentes de carretera y las variables econdémicas, extraido del
trabajo "Forecasting traffic accidents using disaggregated data", aceptado
para su publicacién en Internatinal Journal of Forecasting, realizado junto a
A. Garcia-Ferrer y P. Poncela.

En secciones previas a la construccién del modelo de funcién de trans-
ferencia, se analizan las posibles relaciones existentes entre las variables de
accidentes de trafico en Espana y variables econémicas. De hecho, utilizando
la metodologia de deteccién de puntos de cambio y fechado de los ciclos
econémicos (Garcia-Ferrer y Bujosa (2000)), se encuentran grandes simili-
tudes en el fechado de los ciclos para las variables de accidentes y las variables
econdémicas consideradas en este trabajo: IPI, matriculaciéon de automéviles
(NUVE) y consumo de gasolina (CGAS). Esto pone de manifiesto que entre
ambos tipos de variables parece existir cierta relacién. Parece légico pensar
que una mayor actividad econdémica, pueda generar una mayor utilizacién
de los automéviles lo que conllevarfa una mayor probabilidad de sufrir un
accidente de trafico debido al mayor niimero de vehiculos en las vias de co-
municacién. Sin embargo, esa relacién no tiene por qué ser instantdnea, es
decir, no quiere decir que una persona sale a la calle con su automévil e in-
mediatamente sufra un accidente con una determinada probabilidad. Quiere
decir que la mayor actividad econémica se ird traduciendo en que progresiva-
mente el nimero de vehiculos en circulacién ird aumentando, creciendo asf de

forma paulatina la probabilidad de accidente. Es decir, se puede esperar que
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exista una relacién dindmica entre el crecimiento econémico y los accidentes
de tréfico. Pero deben ser los datos los que nos certifiquen esta creencia y nos
indiquen qué tipo de relacién se puede encontrar. Por tanto, esperariamos
una relacién de causalidad unidireccional de la actividad econémica hacia los
accidentes, dindmica, con algin retardo a la hora de dejar sentir sus efectos
sobre la accidentalidad en las carreteras.

Con objeto de ilustrar todas las etapas de la construccién de un modelo
de funcién de transferencia, presentaremos todos los pasos seguidos hasta
encontrar el modelo, etapas que no fueron incluidas en el articulo de referencia

por motivos obvios de espacio.

7.1 Analisis de los puntos de cambio y del fechado de

los ciclos.

Utilizando la metodologia desarrollada por Garcia-Ferrer y Bujosa (2000),
se obtuvieron los siguientes graficos que muestran claramente la coinciden-
cia existente entre los ciclos de las variables econémicas y las variables de
accidentes.!

En esta figura, se aprecia cierta anticipacién de los ciclos en las variables
econémicas (IPI y NUVE) sobre las variables de accidentes consideradas
(Accidentes totales (ACC), fallecidos por accidente de tréfico (FAT') y heridos
en accidentes de trafico (INJ)).

1Los datos de este ejemplo son los que figuran en el citado trabajo. Para la obtencién
de los modelos univariantes y de funcién de transferencia se utilizé la muestra 1975.01
a 2000.12, dejando las observaciones correspondientes a los anos 2001, 2002 y 2003 para

realizar la comparacién de la capacidad predictiva de los modelos.

46



.02

— D(TACC)
Aﬁ/\ /\
00 /\
-o1 | \/
B 2 S
02

— D(TINJ)

N \/W\/\//\ /\

-02 T T T T T T T T T T

010

ioos ,\/\ T W

.000

-.005 | \\f
-010 |

-.015

.008

— D(TIPI) /\
004 /\/\
.000
-, \/\/

-.008

.04
.03 ] — D(TNUVE)

: AN
VAV,

-02 T T TTTTTTT RS SSRAREAS T T T T T T
1976 1978 1980 1982 1984 1986 1988 1990 1992 1994 1996 1998 2000 2002

Figure 3: Derivadas de la tendencia de las variables de accidentes y de las

variables econémicas.
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7.2 ldentificacion de los modelos univariantes y anali-

sis de intervencion

Utilizando el constrate de raifz unitaria, tanto regular como estacional, desarro-
llado por Osborn et al (1989), asi como las funciones de autocorrelacién
simple y parcial de las variables en logaritmos, se identifica que las series
necesitan una diferencia regular y estacional para conseguir la estacionar-
iedad. A partir de las funciones de autocorrelaciéon simple y parcial de
estas variables estacionarias, se identifica para las series de IPI y de ma-
triculaciones un modelo estacional multiplicativo MA(1) x MA(1) _,,. Es
decir, los logarftmos de las variables objeto del andlisis siguen un proceso
ARIMA(0,1,1) x ARIMA(0,1,1) _,,.

Los modelos estimados para las variables que consideramos INPUT (IPI

y NUVE) fueron los siguientes:

VViIn(IPI) = (1 —0.7404B)(1 — 0.69455?)a, (124)
(0.039) (0.042)
VVIn(NUVE) = (1 - 0.6658B8)(1 — 0.85038%)a, (125)
(0.044) (0.031)

Estos serdn los modelos que se utilizardn para realizar el preblanqueo del
OUPTUT para luego calcular la funcién de transferencia. Aunque todo lo
que se ha visto sobre la identificacién del modelo de funcién de transferencia
se referia a un tnico input, se puede extrapolar sin dificultad al caso de dos
input si, como ponen de manifiesto Liu y Hanssens (1982), los input estdn
incorrelados. En este caso, la correlacién entre los input es 0.25 de manera

que se puede aplicar esta metodologia.
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Figure 4: Funcién de correlacién cruzada entre ACC e IPI

7.3 Preblanqueo e identificacion de la funcion de trans-

ferencia

Utilizando los modelos (124) y (125) se realiz6 el preblanqueo del OUTPUT,
se calcul6 la funcién de correlacion cruzada estimada, obtieniéndose las si-

guientes funciones de respuesta al impulso que aparecen en las figuras 4 y

5.

Se puede observar facilmente que para el caso del IPI sélo se aprecia
el retardo 1 estadisticamente significativo, de manera que la respuesta al
impulso serd woB, es decir (b,s,r) = (1,0,0), mientras que para el caso
de NUVE se aprecian dos retardos estadisticamente significativos: 1 y 2,

siendo entonces la funcién de respuesta al impulso (wo + w1B)B, es decir
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Figure 5: Funcién de correlacion cruzada entre ACC y NUVE
(b,s,r) = (1,1,0). Asi, el modelo de funcién de transferencia serd entonces:
VVi hl(ACC) = woBVVy, hl([PI) + (wo +wlB)BVV12 hl(NUVE) (126)

Al realizar la identificacién del modelo del ruido se encontré que los resi-
duos seguian un proceso MA(1) x MA(1)s=12 y se identificaron diferentes

atipicos que se incluyeron en el modelo de funcién de transferencia completo.

7.4 Estimacion del modelo de funcidn de transferencia

La estimacién de este modelo resulté ser:
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VVlz 111(1400) = —(%QOO)VV]QJUN82 — (%gl?;VVnNOVQ?) (127)
+.096VV1,APR95 + .062VV 1, M AR97
(.030) (.030)

+.119VV 1, In(IPI) + (.0663 + .04232> VVi1 In(NUVE)
(.060) (.019) (.018)

+ (1 - .454B> <1 — .728312> a
(.052) (.042)

La variable JUN92 se corresponde con un cambio de nivel identificado en
todas las variables de accidentes analizadas en este articulo producido como
consecuencia de un cambio en la legislacién en cuanto a la utilizacién de los
cinturones de seguridad. A partir de esa fecha, resulté ser obligatorio llevar
puesto el cinturén de seguridad lo que produjo una disminucion en el nivel de
todas las variables de accidentes. El resto de variables ficticias incluidas se
corresponden con comportamientos atipicos tipo AO detectados en el proceso
de identificacién de residuos atipicos, que estan debidamente justificados en

el articulo.

7.5 \Verificacion del modelo de funcion de transferencia

Siguiendo con las etapas del proceso de construccion de un modelo de funcién
de transferencia se realiza la verificacién del modelo mediante el andlisis, por
un lado de las funciones de autocorrelacién simple y parcial de los residuos
y por otro, mediante la funcién de correlacién cruzada entre los residuos del

modelo de funcién de transferencia y los residuos del modelo del OUTPUT.
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Figure 6: Funcion de correlacién cruzada entre los residuos del modelo del

wput IPI 'y los residuos del modelo de funcién de transferencia

Por lo que respecta a los residuos del modelo estimado, los estadisticos de
Ljung-Box de este modelo fueron: LBQ(12)=14.5y LBQ(24)=26.2 lo que
nos lleva a no rechazar la hipétesis nula de que los residuos son ruido blanco.

Por lo que respecta a la funcién de correlacion cruzada entre los residuos
del modelo de funcién de transferencia estimado y los residuos de los mod-
elos univariantes de cada uno de los INPUT utilizados en la construcciéon
del modelo de funcién de transferencia (IPI y NUVE), también aparecen
"limpias" en el sentido de que no se puede decir que ninguna correlaciéon

cruzada sea significativa. (vedse figura 6 y 7)
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Figure 7: Funcién de correlacién cruzada entre los residuos del modelo del

INPUT NUVE y los residuos del modelo de funcién de transferencia
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7.6 Prediccion con el modelo de funcidon de transfe-

rencia

Como se comenté anteriormente, en el modelo de funcién de transferencia,
la prediccién se realiza una vez que se conocen los valores del INPUT por
lo que en muchas ocasiones es necesario reservar ciertas observaciones para
poder realizar la prediccién.

En este caso, los valores de los input (IPI y NUVE) se conocen antes
que los valores del ouput (ACC) debido al retraso de 8 meses con el que se
publican las cifras oficiales de accidentes por parte de la Direccién General de
Trafico,por lo que no es necesario reservar observaciones de la muestra para
calcular las predicciones. Sin embargo, ya que los objetivos del articulo eran
distintos (comparar la bondad predictiva de los modelos de los agregados
frente a los modelos de los desagregados), se reservaron las observaciones de
los anos 2001, 2002 y 2003 para verificar si las predicciones se ajustan a lo
que posteriormente sucede.

Se realizan predicciones horizonte 12 meses, para los anos 2001, 2002 y
2003. Es decir, se estimé el modelo con las observaciones hasta el ano 2000 y
se realizaron predicciones para los doce meses del ano 2001. Seguidamente,
se reestimé el modelo con las observaciones hasta el ano 2001 y se realizaron
predicciones para el ano 2002 y finalmente, se estimé el modelo hasta el ano
2002 y se realizaron predicciones para el ano 2003. Los resultados predictivos
con este modelo fueron bastante satisfactorio, encontrandose valores para las
medidas de capacidad predictiva (MAPE, RMSE, APE y FGR) bastante
reducidas, por lo que el modelo se puede decir que funciona bien tanto a

nivel de estimacién como a nivel de prediccion.
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